Tema 9. Espacios Vectoriales

Espacios Vectoriales
1. Definiciones.

1.1. Definicién. Espacio vectorial

Sea E un conjunto a cuyos elementos los llamaremos vectores, denotandolos z, y, etc.
E es un espacio vectorial si se verifica
1) Existe una ley de composicion interna en E, para la cual E tiene estructura de grupo
abeliano (denotaremos la ley por suma y al elemento neutro por el vector 0), debiendo
por tanto verificar
a) Yz,y € E, z + y € E (ley interna).
b) Vz,y,2€ E, (z+ y) + 2 =z + (y + z) (propiedad asociativa).
¢) Vz,y € E, z 4+ y = y + z (propiedad conmutativa).
d) Vz € E, z 4 0 = z (0 es el elemento neutro).
e) Vz € E, 3 - z tal que z + (—z) = 0 (existencia de elemento opuesto).
2) Existe sobre E una ley de composicién externa, cuyo dominio de operadores es el
cuerpo K, con las siguientes propiedades (YA, € K, Vz,y € E):
a) Distributiva respecto a la suma de escalares: (A + p)z = Az + pz.
b) Distributiva respecto a la suma de vectores: A(z +y) = Az + Ay.
¢) Asociativa respecto a los escalares: A(uz) = (Ap)z.
d) 1.z=z.
1.2. Propiedades de un espacio vectorial
Las principales propiedades de un espacio vectorial son las siguientes
a) Ve E,0-z=0.
b) VAe K, A-0=0.
c) Sidt=0 = A=06z=0.
d) YA€ K,Vz € E, (-A)z = =)z = M-1).

1.3. Definicién. Sistema de vectores

Un conjunto de vectores lo denominamos sistema de vectores representdndolo por
S= {Z,3): 001 Zny - o)
NOTA: Se trabajard, casi en exclusiva, con sistemas con un mimero finito de vectores.
1.4. Definicién. Combinacién lineal

Un vector z € E es una combinacién lineal de los vectores del sistema S = {z, 22,..., Z,}
cuando existen n escalares A\j, Az, ..., An € K tales que z = A2y + A\gZ2 + -+ + AaZn. Los
escalares Ay, Az, ..., A son los “coeficientes” de la combinacién lineal.

1.5. Definicién. Sistemas libres o ligados
Un sistema S de vectores es libre, diciéndose también que los vectores zy, 3, .. ., Zn son
linealmente independientes, si Az, +Agza+- -+ Az, = 0, entonces Ay = Ay =+ = A, =0,
En caso contrario, el sistema S es ligado o los vectores x,,y,..., T, son linealmente
dependientes.

1.6. Propiedades de los sistemas libres y ligados

Las principales propiedades de los sistemas libres o ligados son las siguientes
1) Si z #0, el sistema S = {z} es libre.
2) Si un sistema S es libre, cualquier sistema S’ extrafdo de é] (S’ C S) es libre.

3) Todo sistema S que contenga al vector 0 es ligado.
4) Si un sistema S es ligado, todo sistema S5' que lo contenga (5§ 2 §) es ligado.
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5) Un sistema S es ligado si y sélo si al menos uno de los vectores de S es combinacién
lineal de los restantes vectores de S.
6) Siun sistema S es libre y el sistema S’ = SU {z} es ligado, entonces z es combinacién
lineal de los vectores de S.
1.7. Definicién. L(S) .

L(S) denotara el conjunto de vectores que son combinacién lineal de vectores de S.

1.8. Sistemas equivalentes

Dos sistemas S, y S; son equivalentes si L(S)) = L(S,).
Las principales formas de obtener un sistema equivalente a uno dado son
a) Cambiar el orden de los vectores del sistema.
b) Multiplicar cualquier vector por un escalar distinto de 0.
¢) Eliminar del sistema un vector que sea combinacién lineal de otros vectores del mismo.
d) Sumar a un vector del sistema una combinacién lineal de los restantes.

2. Subespacios vectoriales. Operaciones con subespacios

2.1. Definicién. Subespacio vectorial

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Todo subconjunto V de E no vacio,
V # 0, que tenga estructura de espacio vectorial con las mismas leyes que E, diremos que
es un subespacio vectorial de E.

2.2. Teorema.

La condicién necesaria y suficiente para que un conjunte V no vacio sea subespacio
vectorial de E, es que se verifique:

Ve, ye V;VAue K = Mlx+puyeV.

2.3. Definicién. Interseccién de subespacios vectoriales

Dados dos subespacios vectoriales V; y V; de E se define
inW,={zeE/zeV,y zeV,}

El conjunto V; N V; es un subespacio vectorial.
2.4. Definicién. o

Dos subespacios vectoriales V; y V; son disjuntos si V; NV, = {0}.
2.5. Definicién. Suma de subespacios vectoriales

Dados dos subespacios vectoriales V; y V; de E se define su suma

VitVa={z€E/z=1z)+1 con 1, € Vj,2, € V}

Vi + V5 es subespacio vectorial.
Si Vi NV, = {0}, la suma se llama directa y se denota V; @ V5.
Si Vi & Vo= E, Vi y V; se llaman subespacios suplementarios o complementarios.

2.7. Definicidn. Sistema generador
Un sistema S es un sistema de generadores del subespacio vectorial V C E si L(8) = V.

3. Bases de un espacio vectorial. Dimensién

3.1. Definicién. Base de un espacio vectorial
Base de un espacio vectorial E es todo sistema libre S de generadores de E.
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3.3. Definicidn. Dimensién

Al nimero de elementos de una base de un espacio vectorial de tipo finito, se le llama
dimensién del espacio vectorial. B

3.4. Definicidn. Coordenadas de un vector en una base

Sea B ={e;,ep,...,.en} unabasede Ey z € E. Si =z + rzea + - - - + Tpey e dice
que (zy,Ta,...,T,) son las coordenadas del vector z en la base B.

Las coordenadas de un vector en una base B son uinicas, supuesto un determinado orden
en los vectores que forman la base .

NoTa: Un vector tiene tantas coordenadas como la dimensién del espacio al que pertenece.

3.7. Relaciones entre dimensiones

a) Si V es un subespacio vectorial de E, dimV < dim E. Si V = {0}, dimV = 0.
b) Si V) y V; son subespacios vectoriales de V' se tiene

dim(V; + V3) + dim(V; N V) = dim V; + dim V5.
En particular, dim(V; @ V3) = dim V; + dim V5.

PROBLEMAS RESUELTOS

3. Siz, y, z son vectores linealmente dependientes de V

i) iSe puede asegurar que = depende linealmente de los otros dos?

if) {Se puede asegurar que uno de los tres vectores es combinacion lineal de los otros dos?
Razonar las respuestas,

SOLUCION:

i) En general no es cierto. Por ejemplo, escogiendo los vectores z, y, z = —y (z e y lineal-

mente independientes) z, y, z son linealmente dependientes, pero = no es combinacién
lineal de y, z.

i) Si z, y, z son vectores linealmente dependientes de V, existen escalares Ay, Ay y A3 no
todos nulos, tales que

Mz 4+ Ay + Mgz = 0.
Los escalares Ay, A; ¥ A3 no pueden ser los tres nulos. Si por ejemplo, A, # 0, entonces

es decir, y es combinacion lineal de los otros dos.
En resumen la proposicion primera es falsa y la segunda verdadera,

L
4. Probar que si uy, uz y uz son independientes, también lo son uy + uz, uz +ug ¥ uy + us.

SOLUCION:

Supongamos que no lo sean. Existirfan escalares o, f, 4 no nulos tales que

aluy + ug) + Blug + uz) + y{uy + us) = 0.
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Pero esto implica que (a+7)u; +(a+ B)us+(f+7)us = 0, y como uy, u, us son linealmente
independientes

a4+y=0a+f=0,v+0=0 dedonde a=pf=v=0.

lo que prueba la independencia de uy + ug, ug + ug y uy + ug.

7. Determinar a y b para que el vector (1,0,a,b) pertenezca al subespacio engendrado por
(1,4,-5,2) y (1,2,3,-1).

SOLUCION:
Debe suceder
l=A+a
0=4A4+2a
(I,O,a,b)—4\(1,4,-5,2)+o(l,2.3.-1) = a=—-5\+3a
b=2\-a

De las dos primeras ecuaciones se obtiene A = —1, a =2, porloquea =11y b= —4.

10. Se considera el espacio vectorial IR*. Hallar
i) una base que contenga al vector (1,2,1,1).
ii) una base que contenga a los vectores (1,1,0,2) y (1,~1,2,0).

SOLUCION:

i) Como la dimensién de IR* es 4, se pueden elegir tres vectores de la base canénica que
con el vector (1,2,1,1) formen una base. Por ejemplo, una posible base puede ser

B ={(1,2,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},

dejando la comprobacién al lector,
i) Una base que contenga a los vectores (1,1,0,2), (1,—1,2,0) puede ser

B = {(1,1,0,2),(1,~1,2,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Para verlo, comprobemos que son linealmente independientes, aplicando sistemas equi-

valentes
(1,1,0,2) (1,1,0,2)
(1,-1,2,0) _ ) (0,-2,2,-2)
(0,0,1,00 =) (0,0,1,0)
(0,0,0,1) (0,0,0,1)

Los 1ltimos vectores son independientes, y por tanto, lo son los de la base B.

11. En el espacio vectorial real IR® se considera el sistema S = {(1,1,a),(1,a,1),(a,1,1)}
referido a la base candnica. Estudiar en funcién de a la dimensién del subespacio engendrado

por S, L(S).
SOLUCION:
Lo hacemos por sistemas equivalentes
1D SR 0 | 1 a 1 1 a
l a 1=0 a-1 1-a=0 a-1 l—a
all 01l-al=a® 0 0 2-a-a?
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Por tanto, si 2 —a —a® # 0, dim L(S) = 3,
2-a-a"=0 <+ (24a)(l-a)=0 &= a=la=-2
luego

i)sia#lya# -2 dimL(S)=3.
ii) si a = —2, dim L(S) = 2, una posible base de L(S) es {(1,1,-2),(1,-2,1)}.
iii) si @ = 1, dim L(S) = 1. Una posible base de L(S) es {(1,1,1)}.

12. Determinar una base del subespacio V eng®ndrado por

{(1,2,3,1),(2,3,2,3),(0,1,4,-1),(2,-3,1,1),(4,1,7,3)}.

SOLUCION:

La solucién la obtendremos por medio de sistemas equivalentes disponiendo los calculos
en la forma que se indica

gl 23 1 wyw=e 1 2 3 1 =y I 2 ‘3 1
€3 2 S 2 3 ug=e3—2e; 0 -1 -4 1 v = Uz 0 -1 -4 1
e3 0 1 4 -1 wuz=e; 0 1 4 -1 w=u+u, 0 0 0 O
e 2 =31 1 u=e—2 0 -7 =5 -1 v=u—-Tu, 0 0 23 -8
es 4 17 3 ug=es—4¢, 0 =7 =5 =1 ws=us—uy 0 0 0 O

Los vectores (1,2,3,1), (0,~1, -4, 1), (0,0,23, —8) son independientes y ademds generadores
de V, pues cada sistema es equivalente al anterior. Por tanto, constituyen una base de V.

.
13. Dado el espacio vectorial IR* consideremos los subespacios

Wi = L{(1,2,0,1)}

Ve={(zp,2,) fz—y+24+i=0,y—-2=0}
£|=.}l

%= m=A4p
Ia="
Ly = 4

i Pertenece el vector v = (2,4,0,2) a Vy, V3 6 V57 En caso afirmativo calcular sus coorde-
nadas en unas bases elegidas previamente,

SOLUCION:

i) Como el vector (2,4,0,2) = 2(1,2,0,1), el vector v € V. Escogiendo como base de ¥
el vector (1,2,0,1) la coordenada de v en V] es 2.

ii) Se comprueba que v ¢ V; ya que y = z =4 — 0 # 0, luego no satisface las ecuaciones
de V5.

i) Un sistema de generadores de V; es S = {(1,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}. Se com-
prueba que S es un sistema libre, luego lo podemos adoptar como base de V4.
Ademis, v = 2(1,1,0,0) + 2(0,1,0,1) + 0(0,0,1,0), por tanto, el vector v € Vs y
las coordenadas de v respecto a dicha base seran (2,2,0).
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14. Encontrar una base para el subespacio de IR' cuyas ecuaciones paramétricas son

n=A+a+p, Z;=\-a+38, 3= A+ 2a, =22 +3a+ 4.

SOLUCION:

Las coordenadas de los vectores del subespacio se pueden expresar como
(2y,22,23,2¢) = M(1,1,1,2) + a(1,~1,2,3) + 5(1,3,0,1).

Por tanto, el sistema {(1,1,1,2),(1,-1,2,3),(1,3,0,1)} es generador.
Determinemos los vectores libres de dicho sistema por medio de sistemas equivalentes

gl 112 U =€ 1: 2 1 2 v =y I 55 [0
el -1 23 Uy=e—-¢6 0 -2 1 1 v =1 0 -211
el 301 uz=¢ez—¢ 0 2 =1 =1 v=uz+u; 0 000

Una base la constituyen, por tanto, los vectores (1,1,1,2) y (0,-2,1,1).

15. Determinar una base para la suma y la interseccién de los subespacios V; y V; engendrados
por {(1,2,1,0), (~1,1,1,1)} y {(2,-1,0,1),(1,~1,3,7)} respectivamente.

SOLUCION:

Si u € Yy NV, se verificara

a(1,2,1,0) + 8(-1,1,1,1) = §(2,~1,0,1) + +(1,~1,3,7),

lo que nos lleva al sistema
22"2?256‘*'7 30:6 3a=4§ o
aiﬁ;;’.—”ga*-ﬁ:(h .=_-a+ﬂ=378 E§=4,7
ﬁ=6+77 B=64+Ty a=-§—4y =3

En el segundo sistema la primera ecuacién se ha obtenido sumando las dos primeras ecua-
ciones del primer sistema. En el tercer sistema, se han restado las dos iiltimas ecuaciones
del segundo. Sumando la primera y la tiltima en este sistema se obtiene el resultado final.
Si hacemos v = 1, § = —3 obtenemos un vector que es base para la interseccién y que
resulta ser (—5,2,3,4).
La dimensién de V; + V; es tres ya que

dim(V; + V3) + dim(V; A V;) = dim V} + dim V.

El sistema {(1,2,1,0), (-1,1,1,1),(2,-1,0,1),(1,~1,3,7)} es generador de V, + V;. Obten-
gamos una base de V; + V; utilizando sistemas equivalentes.

€ 1 210 u =e 1 2 10

e —1 > bR (! u=eg+e 0 3 21

€y 2 <101 u3=ea-2e| 0 -5 -2 1

€4 ) R S T | uy=eq—¢ 0 -3 ¢
=1 1:°2 1.0 w, = v 1210
v = Uy 03 21 w =1 0321

o 4 8 3 001 2
=zt 00 - - w3 = —vy

3 33 4 0000

vy = Uy + Uy 00 4 8 w.—v.-3v;
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Los vectores (1,2,1,0), (0,3,2,1), (0,0,1,2) constituyen una base para la suma.
Otra forma de obtener una base para la interseccién es la siguiente:
Las ecuaciones paramétricas de V) seran

2|=0-ﬂ
33=20+B
y=a+f
z,=p

Unas ecuaciones implicitas se obtienen despejando los pardmetros en dos ecuaciones y
sustituyendo su valor en las otras dos:

B=2z, ik T =T3—T4— 24 =] Zy~ZTa+224 =0
a=2z3—f=13—-124 T3 =23 —24) + 24 z3—-2z3+24 =0

Unas ecuaciones paramétricas de V; son

5 =2+9
33=-6—‘7
z3 =3y

zy=64+Ty

Sustituyendo en las ecuaciones implicitas de V,

2B+y-3y+26+14y=0

-5-‘7-6‘1+6+71=0} = 46412y=0 = 6+3y=0

Entonces, unas ecuaciones paramétricas de Vj N V; seran

7 =-¥
2 =2y
23=3‘)‘
z4 =4y

siendo, por tanto, una posible base de V; N V; el vector (-5,2,3,4).

16. En el espacio vectorial real IR® se consideran los subespacios vectoriales

Wy ={(z,9,2) [z +y+2=0}
W = {(t,2t,3t) / t € R}

Demostrar que IR® es suma directa de W, y W,, es decir, IR® = W, & W,.

SOLUCION:

i) WinW; = {(0,0,0)} ya que si u = (z,y,2) € Wy N Wy, entonces se verifica que
z+y+z2=0,puesu € Wy, y=2z, 2=3z yaqueu € Ws.
Por tanto,
z+2z2+3z=0 = 62=0 = z=0

de donde u = 0, es decir, W; N W, = {0}.
ll) W| +W,= R’.
Sea u = (z,y,2) € R’, entonces si R® = W) + W, debemos poder encontrar dos
vectores v € W, y w € W, tales que u = v 4+ w,
Sea v = (a,b,c) € Wy siendoa+b+c=0yw = (1,2t,3t) con t € R. Si
R® = W, + W, entonces la ecuacién u = v + w debe poseer solucién.
De (z,y,z) = (a,b,¢) + (1,2t,3t) se obtiene el siguiente sistema:
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r=a+t
y=>b+2t
z=c+3
O=a+b+c

= z+y+z=6 = t=%(:r+y+z)

b= 2y—;—z'c= z—;-y. Conocidos a, b, c y t en

funcién de z, y, z se obtiene la descomposicién de todo vector de IR® como suma de
uno de W, y otro de W;, de donde R® = W, + W,.

Los resultados de i) y ii) demuestran que R® = W, @ W;.

luego a = %(5: —-y—2z)

17. Se considera el subespacio vectorial V de IR® engendrado por los vectores (1,2,~1,1,0);
(1,3,0,-1,1) y (0,1,1,-2,1). Obtener un subespacio suplementario.

SOLUCION:

Encontramos primero una base de V aplicando sistemas equivalentes

e 1 2 <1 10 y=¢ 12 -1 10 vny=y 1 2 -
e2 13 0 ~-11 uy=e—=¢, 0171 =21 wm=u 01
00

€3 01 1 =21 Uz = €3 01 1 =2 1 Uy = Uz —up

S - -
|
(=
o -0

Una base esta constituida por los vectores (1,2,—1,1,0) y (0,1,1,~2,1).

Para encontrar una base de un subespacio suplementario basta tomar tres vectores in-
dependientes entre si y con los de la base de V. Estos pueden ser (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0),
(0,0,0,0,1). El subespacio tendra por ecuaciones paramétricas

zl=0| z7=0! 13=A‘ 14=ﬁv Is =«

PROBLEMAS PROPUESTOS

3} i) iSon los vectores (1,2,3), (1, 1,1) combinacién lineal del sistema S = {(1,0,1), (0,2,2)} ?

if) Calcular z e y, si es posible, para que el vector (1,2, z,y) sea combinacion lineal de los
vectores (1,1,0,2) y(1,1,2, 3).

A) Estudiar si los siguientes sistemas son libres o ligados.
i) §=1{(1,2,3,0),(4,3,4,-16),(7,3,4,5)}.
i) § ={(1,0,0,-1),(2,1,1,-2),(0,1,1,0), (1,-1, -1, -1)}.
iii) S = {(4,-5,7),(3,3,4),(1,1,-2), (2, -1, 1)}.

5. Si los vectores ¢, €3, ..., e, de un espacio vectorial E son linealmente independientes,
demostrar que también son linealmente independientes los vectores

Uy =€} uz = € + €3; us = € + €3 + €3, ces Un =€+ €2+ + €n.

6. Demostrar que los sistemas S = {(1,1,2), (0,1,1)} y &' = {(1,0,1), (2,—1,1)} son
equivalentes.

=

7. Obtener un sistema libre equivalente al sistema S = {(1,3,0,-1), (2,-1,1,1), (1,2,1,0),
(00310’ —l), (2v2| 1)0)}-
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'8) Estudiar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de IR*.

l) A= {(331.23, Z4+ 29, 24) / Ty,Z4 € R}

ii) B = {(z1,23,23,24) [ 2 - 23 = 0}.

iii) C = {(z1,z2,21,22) | 21 = 1}.

iv) D = {(zy,2y,21,7,) [ 2, € R}.

v) E = {(21,22,73,24) [ 22, + 24 = 0}.

vi) F = {(z1,22,23,24) [ 21 + 224 = T}.

Vll) G= {(Il, 12,23,34) / I = t, Ty=try= 2t,14 =5t € R}
viii) H = {(21,22,23,24) [ 21 + 22 = 0,23 — 24 = 0}.

11. En el espacio vectorial de los polinomios en una indeterminada x con coeficientes reales,
determinar el subespacio engendrado por los vectores {z*,z*,1}.

@ Probar que los vectores del sistema S, siendo S = {(2,1,1),(1,3,1),(=2,1,3)} forman una
base de IR®. Hallar las coordenadas del vector (1,1,2) en la base S.

13. Extender el sistema de vectores S = {(1,1,-1,1),(1,1,0,1),(1,2,1,1)} para formar una
base de R*.

14. Se consideran los subespacios vectoriales de IR* siguientes:

V1={(3,!I,2,‘)/3+V+z=0}
Vg = L{(l,l,l,l),(l'2'314)}
i={zyzt)/z=at+f y=a+y, z=7+5 t=a+}

; Pertenece el vector (1,0,—1,-2) a dichos subespacios? En caso afirmativo calcular las
coordenadas de dicho vector con respecto a alguna base de dichos subespacios (la eleccién
de dicha base es arbitraria).

N
15/ El vector z del espacio vectorial IR® tiene de coordenadas (1,2,3) expresado en la base
=~ B = {v,vs,v3}. Hallar las coordenadas de z en la base B' = {uy,us,us} sabiendo que

[y

ty =3v + 20— vy
uz =4v, + v+ v
uy =2v; — v+ v3

@ En el espacio vectorial real E de los polinomios en una indeterminada = con coeficientes en
R, de grado menor o igual que 3 se considera el polinomio

flz)=az® +be* +cx+d  (a#0).

i) Demostrar que los polinomios f(z), f'(z), f"(z) y f"(z) constituyen una base del
espacio vectorial E.

it) Si f(z) = 52% + 32* — 2z + 1, hallar en la base B = {f(z), f'(z), f"(z), ["(z)}. las
coordenadas del vector g(z) = 15z° — 212* — 18z + 37.

/la Dados los polinomios py(z) = 1, pa(z) = (z + 1)%, ps(z) = z, ps(z) = 2°, probar que

" constituyen una base del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que tres.
Hallar las coordenadas del polinomio ps(z) = (z + 1)° respecto de dicha base.

Eﬁ}} Hallar la interseccién y la suma de los subespacios V; y V3, siendo

W = L{(1,0,1),(1,1,0)} Va = L{ﬂ:?ﬁlsmn 0,1)}
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19. Consideremos en IR® los subespacios
¥ = {(0,23,21) [ 23, 22 € R} Ve = L{(1,1,1),(1,2,3)}
Determinar su suma y hallar una base de la misma.

20. Se considera el subespacio vectorial V de IR* engendrado por los vectores (0,2, -1, 1,0),
(0,3,0,0,1), (0,1,1,~2,1). Obtener un subespacio suplementario.

21. Hallar una base del subespacio V de IR, siendo

V= {(Il)zhzhzhzs) / n=on= —1’3} .

22. En IR' se considera el conjunto de vectores que verifica

-~

14 z3=0, T3+ z4=0

Probar que forman un subespacio vectorial y determinar una base de él.

23. Se consideran los subespacios vectoriales V y W, contenidos en IR*, donde V es el conjunto
V = {(z1,22,23,24) | 21 = 22 = 23} y las ecuaciones paramétricas de W son

nn=A+p+0+3y

Ta=A+p+2y

A8, :
o N wBYER
y=A+p

Se pide
i) iEsti WcCV?
if) Caleular VNW.

24. Consideremos los subespacios V y W contenidos en IR®. Las ecuaciones paramétricas de V

son
7 =A+7
2=p+7
3 =A+pu+2y
siendo la ecuacién implicita de W = yy — yy + 2y3 = 0. Hallar
i) Una base de V.

i) Una base de V + W.

iif) Una base de VNW.

iv) Unas ecuaciones implicitas de V N W .

v) Una base de un espacio suplementario de V + W.

vi) Coordenadas de (2,3,5) respecto de la base de V + W obtenida en el apartado ii).

25. Se consideran los subespacios V y W de IR® definidos de la forma

1—z2=0 =0
Z3—Ty= BENET
V=l O™ W={ 23=0 Mu,v€ER.
211-21'3'{‘13—24:0 I
Ty =Ty 4+ r3—24=0 PR
25=0

Se pide
i) Ecuaciones paramétricas de V y no paramétricas de W,
ii) #Son disjuntos V y W?

iii) ¢Son suplementarios V y W?
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Tema 9. Espacios Vectoriales

26. Sea Py(z) ef espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes
reales y sea B la base candnica B = {2° 2% z,1}.
Sea V el subespacio de Py(z) definido por V = L{z? + 2z,—2* + z,2* + x}. Sea W el
subespacio de Ps(z) cuyas ecuaciones implicitas en la base B son

1‘2‘+1‘3=0
W=
{ 21'2—2330

Sea 0] el subespacio de Py(z) de ecuaciones paramétricas

21=0
asd{®=F _ senm.
13=0
z4=a+ﬂ
Calcular
i)VﬂW.
i) V+W.

i) ;Son V y W suplementarios?
iv) Una base de W N Q).
v) Unas ecuaciones implicitas de V + Q0.

28. En el espacio vectorial E de las funciones f: IR — IR consideramos los subespacios

Wi = L{1,€*,e"*,shz,chz}
V2 = L{cos® z,sen? z, ¢*}

Calcular Vi + Va y Vi N V3.
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